ECUACIONES DIFERENCIALES 


DEFINICIÓN 1.1.1 Ecuación diferencial 


Una ecuación que contiene derivadas de una o más variables respecto a una o 
más variables independientes, se dice que es una ecuación diferencial (ED). 


CLASIFICACION POR TIPO Si una ecuación contiene sólo derivadas de una o más 
variables dependientes respecto a una sola variable independiente se dice que es una 
ecuación diferencial ordinaria (EDO). Por ejemplo. 


dx dy 
dt di ii 


dy dy dy 
= + Sy =e, —> = = + by = 0, y 


2x + y (2) 
dx dx dx : 


son ecuaciones diferenciales ordinarias. Una ecuación que involucra derivadas par- 
ciales de una o más variables dependientes de dos o más variables independientes 
se llama ecuación diferencial parcial (EDP). Por ejemplo, 


iu du 
— +—=0, 
A dy 


Cu  ¿n F: du dv 
= = —= IA 4 E 
Ax dy dx 


son ecuaciones diferenciales parciales.” 


CLASIFICACIÓN POR ORDEN El orden de una ecuación diferencial (ya sea 
EDO o EDP) es el orden de la mayor derivada en la ecuación. Por ejemplo, 


segundo orden sl r primer orden 
dy ¿“dy e 
qt) e 


es una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden. Las ecuaciones diferenciales 
ordinarias de primer orden algunas veces son escritas en la forma diferencial Mix, vhdx 
+ Nix, y) dv = 0. Por ejemplo, si suponemos que y denota la variable dependiente en 
(v — x) de + Ardy = 0, entonces y'= dy/dx, por lo que al dividir entre la diferencial 
dx, obtenemos la forma altema 4xy" + y = x. Véanse los Comentarios al final de esta 
sección. 

simbólicamente podemos expresar una ecuación diferencial ordinaria de n-ésimo 
orden con una variable dependiente por la forma general 


MO (4) 

La ecuación diferencial 
d"y i i 
Ta IU, (5) 


donde fes una función continua con valores reales, se conoce como la forma normal 
de la ecuación (4). Asi que cuando sea adecuado para nuestros propósitos, usaremos las 
formas normales 


2 


dy d'y i 
d = fix, y) Y qe = Py y) 


para representar en general las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer y segundo 
orden. Por ejemplo, la forma normal de la ecuación de primer orden day" + y = x es 
y” = (1 — y)4x la forma normal de la ecuación de segundo orden y" — y" + y =0 
es y” = y" — ôy. 


CLASIFICACIÓN POR LINEALIDAD Una ecuación diferencial de n-ésimo orden 


(4) se dice que es lineal si F es lineal en y, y”. .-.. y!”. Esto significa que una EDO de 


n-ésimo orden es lineal cuando la ecuación (4) es a (x)y" + a 0p" a i 


(x)y" + awy -g = 


a n— ly 


y P dy 
de m +a r ab 


api p 


+ aolaly = gix). (6) 


Dos casos especiales importantes de la ecuación (6) son las ED lineales de primer 
orden {n = 1) y de segundo orden {n = 2): 


dy + a (0) = dy 


de rm + aglajy = gi) (7) 


dy 
a (1) + aly = glx) y ala) amr 
dx 
En la combinación de la suma del lado izquierdo de la ecuación (6) vemos que las dos 
propiedades características de una EDO son las siguientes: 


- La variable dependiente y y todas sus derivadas y”, y”, . . . , y™ son de primer 
grado, es decir, la potencia de cada término que contiene y es igual a l. 
Los coeficientes de dy 4,,.... a, de y,y,...., y'" dependen a lo más de la 
variable independiente x. 


Las ecuaciones 


y -aidx+dady=0, y -2yY+y=0, 


son, respectivamente, ecuaciones diferenciales de primer, segundo y tercer orden. Aca- 
bamos sólo de mostrar que la primera ecuación es lineal en la variable y cuando se escribe 
en la forma alternativa 4xy" + y = x. Una ecuación diferencial ordinaria no lineal es sim- 
plemente no lineal. Funciones no lineales de la variable dependiente o de sus derivadas, 
tales como sen y o e”, no se pueden presentar en una ecuación lineal. Por tanto 


dy My 
+ 2p = en J -+ = O W i 


daz teyrn y o gaty 


son ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales de primer, segundo y 
cuarto orden respectivamente. 


| DEFINICIÓN 1.1.2 Solución de una EDO 


Cualquier función $, definida en un intervalo / y que tiene al menos » deriva- 
das continuas en /, las cuales cuando se sustituyen en una ecuación diferencial 
ordinaria de n-ésimo orden reducen la ecuación a una identidad, se dice que es 
una solución de la ecuación en el intervalo. 


INTERVALO DE DEFINICIÓN No podemos pensar en la solución de una ecuación 
diferencial ordinaria sin simultáneamente pensar en un intervalo. El intervalo f en la defi- 
nición 1.1.2 también se conoce con otros nombres como son intervalo de definición, in- 
tervalo de existencia, intervalo de validez, o dominio de la solución y puede ser un 
intervalo abierto (a, $), un intervalo cerrado [a, b], un intervalo infinito (a, 90), etcétera. 


| EJEMPLO 1] verificación de una solución 


Verifique que la función indicada es una solución de la ecuación diferencial dada en 
el intervalo (—>0, 00), 


dy i 
a) A= ayi; y= g b) y"-2y+y=0; y=xe" 


SOLUCIÓN Una forma de verificar que la función dada es una solución, es ver, una 
vez que se ha sustituido, si cada lado de la ecuación es el mismo para toda x en el 


intervalo. 


a) De 
dy 1 1 
lado izquierdo: —==—(Y:1)=-x1 
ado izquierdo Ta TÁ x”) Pa 


| : MATE LA 1 
lado derecho: xy? =x- 6 4] =x.(=1a? = 4 e, 


vemos que cada lado de la ecuación es el mismo para todo número real x. Observe 


que pl? = qa? es, por definición, la raiz cuadrada no negativa de tx. 


b) De las derivadas y = ye" +e€ y y" = ye" + 2e" tenemos que para todo número 
real x, 
lado izquierdo: y" = TW + y = (ve + 2e) — Ire" + e) + xe*=0, 
lado derecho: D. Ei 


CURVA SOLUCIÓN La gráfica de una solución $ de una EDO se llama curva 
solución. Puesto que $ es una función derivable, es continua en su intervalo de de- 


finición J. Puede haber diferencia entre la gráfica de la función $ y la gráfica de la 
solución $. Es decir, el dominio de la función œ no necesita ser igual al intervalo de 
definición f (o dominio) de la solución q. El ejemplo 2 muestra la diferencia. 


l EJEMPLO 2 Función contra solución 


El dominio de y = 1/x, considerado simplemente como una función, es el conjunto de 
todos los números reales x excepto el 0. Cuando trazamos la gráfica de y = 1/x, dibuja- a) función y =1/x,x #0 
mos los puntos en el plano xy correspondientes a un juicioso muestreo de números toma- 
dos del dominio. La función racional y = 1 x es discontinua en x = 0, en la figura 1.1.la y 
se muestra su gráfica, en una vecindad del origen. La función y = 1 no es derivable en 

x = Ü, ya que el eje y (cuya ecuación es x = 0) es una asintota vertical de la gráfica. 

Ahora y = 1 es también una solución de la ecuación diferencial lineal de primer 
orden xy" + y = 0 (Compruebe). Pero cuando decimos que y = 1/xes una solución de 
esta ED, significa que es una función definida en un intervalo f en el que es derivable y 
satisface la ecuación. En otras palabras, y = 1 es una solución de la ED en cualquier 
intervalo que no contenga 0, tal como (—3, —1), G 10), (—, 0), o (0, 2). Porque las 
curvas solución definidas por y = 1/x para —3 < x <-—1y1<x=< 10 son simple- 
mente tramos, o partes, de las curvas solución definidas por y = 1 /x para —-* < x < 0 
y 0<x < 2, respectivamente, esto hace que tenga sentido tomar el intervalo f tan 
grande como sea posible. Asi tomamos J ya sea como (—%, 0) o (0, 0). La curva so- 
lución en (0, 2) es como se muestra en la figura 1.1.1b. E 


b) solución y = 1/x, (0, œ) 
FIGURA 1.1.1 La función y = 1/x no 


es la misma que la solución y = 1/x 


El EMPLO 3 Comprobación de una solución implicita 


-r 7 7 -e . ros ee + A 
La relación 17 + y? = 25 es una solución implicita de la ecuación diferencial 


o o b} solución explícita 
d ] dy a) solución implícita 
a o A F T V+y 25 
Resolviendo la última ecuación para dy/dx se obtiene (8). Además, resolviendo 
x? + y? = 25 para y en términos de x se obtiene y = +1425 — 2%. Las dos funciones 
y= ġġ = vI -r y rl) = 25 — al satisfacen la relación (que es, 
d+ bi = 25) y d+ $? = 25) y son las soluciones explicitas definidas en el inter- 
valo (—5, 5). Las curvas solución dadas en las figuras 1.1.2b y 1.1.2c son tramos de la 
gráfica de la solución implicita de la figura 1.1.2a. E 
Cualquier relación del tipo 17 + y — e = 0 formalmente satisface (8) para cual- 
quier constante c. Sin embargo, se sobrentiende que la relación siempre tendrá sentido 
en el sistema de los números reales; asi, por ejemplo, si c = — 25, no podemos decir 
quex + y + 25 = 0 es una solución implicita de la ecuación. (¿Por qué no?) 
Debido a que la diferencia entre una solución explicita y una solución implicita 
debería ser intuitivamente clara, no discutiremos el tema diciendo siempre: “Aqui está 
una solución explicita (implicita)”. 


c) solución explícita 


Y = -25 za = nma aa 5 


FIGURA 1.1.2 Una solución implicita 
de dos soluciones explicitas de y' = —x/y. 


FAMILIAS DE SOLUCIONES El estudio de ecuaciones diferenciales es similar al 
del cálculo integral. En algunos libros una solución œ es algunas veces llamada Inte- 
gral de la ecuación y su gráfica se llama curva Integral. Cuando obtenemos una anti- 
derivada o una integral indefinida en cálculo, usamos una sola constante e de integra- 
ción. De modo similar, cuando resolvemos una ecuación diferencial de primer orden 
Fix, y, y) = 0, normalmente obtenemos una solución que contiene una sola constante 
arbitraria o parámetro c. Una solución que contiene una constante arbitraria representa 
un conjunto Gx, y, c) = 0 de soluciones llamado familia de soluciones uniparamé- 
trica. Cuando resolvemos una ecuación diferencial de orden n, Fx, y, y's.. -a y) = 0, 
buscamos una familia de soluciones n-paramétrica G(x, y. Es Ep c) = Ü. Esto 
significa que una sola ecuación diferencial puede tener un número infinito de solu- 
ciones correspondiendo a un número ilimitado de elecciones de los parámetros. Una 
solución de una ecuación diferencial que está libre de la elección de parámetros se 
llama solución particular. Por ejemplo, la familia uniparamétrica y = cx — x cosx 
es una solución explicita de la ecuación lineal de primer orden xy” — y = x° sen x en 
el intervalo (—=e, ) (Compruebe). La figura 1.1.3 que se obtuvo usando un paquete 
computacional de trazado de gráficas, muestra las gráficas de algunas de las solu- 
ciones en esta familia. La solución y = —x cos x, la curva azul en la figura, es una 
solución particular correspondiente a c = 0. En forma similar, en el intervalo (—%, =), 
y = ce" + cxe es una familia de soluciones de dos parámetros de la ecuación lineal 
de segundo orden y" — 2y" + y = 0 del ejemplo | (Compruebe). Algunas soluciones 
particulares de la ecuación son la solución trivial y = 0 le, == 0), y = xe* (c = Ü, 
c = 1). y = Se" — 2x8" (c, = 5 G= —2), etcétera. 


Algunas veces una ecuación diferencial tiene una solución que no es miembro de una 
familia de soluciones de la ecuación, esto es, una solución que no se puede obtener 
usando un parámetro especifico de la familia de soluciones. Esa solución extra se llama 
solución singular. Por ejemplo, vemos que y = ¿Y y y = 0 son soluciones de la ecua- 
ción diferencial dy/dx = xy!? en (—0e, 2), En la sección 2.2 demostraremos, al resol- 
verla realmente, que la ecuación diferencial dy dx = xy!? tiene la familia de solucio- 
nes uniparamétrica y = (ha? + c}?. Cuando c = 0, la solución particular resultante es 
y= Er. Pero observe que la solución trivial y = O es una solución singular, ya que 
no es un miembro de la familia y = (jx? + c)? ya que no hay manera de asignarle un 
valor a la constante c para obtener y = 0. 

En todos los ejemplos anteriores, hemos usado x y y para denotar las variables 
independiente y dependiente, respectivamente. Pero debería acostumbrarse a ver y tra- 
bajar con otros simbolos que denotan estas variables. Por ejemplo, podriamos denotar 
la variable independiente por t y la variable dependiente por xw: 


EJEMPLO 4 Usando diferentes simbolos 


Las funciones x = c,cos AH y x = e, sen Á£, donde e, y c son constantes arbitrarias o 
parámetros, son ambas soluciones de la ecuación diferencial lineal 


x" + lr =0. 


Para x = e, cos 4 las dos primeras derivadas respecto a f son x" = —4c, sen 41 y 
x" = —16c, cos 41. Sustituyendo entonces a x" y x se obtiene 


x" + lóx=—l6c, cos de + lfc] cos 41) = O. 
De manera parecida, para x = c, sen 4f tenemos x" = —l6c, sen 4f, y asi 
x” + lx = —16c,sen 41 + lic sen 41) = 0. 


Finalmente, es sencillo comprobar directamente que la combinación lineal de solucio- 
nes, o la familia de dos parámetros x = c, cos 41 + c sen 4£, es también una solución 
de la ecuación diferencial. E 


EJEMPLO 5 Una solución definida por tramos 


Debe comprobar que la familia uni-paramétrica y = cl es una familia de solucio- 
nes uni-paramétrica de la ecuación diferencial xy" — 4y = 0 en el intervalo (—e, 20). 
Véase la figura 1.1.4a. La función derivable definida por tramos 
_ -—” 10 
y *x=0 


b) solución definida en tramos 


FIGURA 1.1.4 Algunas soluciones de 
xy — dy = 0 


es una solución particular de la ecuación pero no se puede obtener de la familia y = cx” 
por una sola elección de c; la solución se construye a partir de la familia eligiendo e = 
— l parax < 0Oye= | para x = 0. Véase la figura 1.1.4b. E 


SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES Hasta este momento hemos ana- 
lizado sólo ecuaciones diferenciales que contienen una función incógnita. Pero con fre- 
cuencia en la teoria, asi como en muchas aplicaciones, debemos tratar con sistemas de 
ecuaciones diferenciales. Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias tiene 
dos o más ecuaciones que implican derivadas de dos o más funciones incógnitas de 
una sola variable independiente. Por ejemplo, si x y y denotan a las variables depen- 
dientes y f denota a la variable independiente, entonces un sistema de dos ecuaciones 
diferenciales de primer orden está dado por 


dx T | 
ri Fit, x, y) 
(9) 


dv 


Fo e 
di gil, x, y). 


Y. 
de EH) 


- Se dice que es separable o que tiene varlables separables. 


VARIABLES SEPARABLES | Una ecuación diferencial de primer orden de la forma 


EJEMPLO 1 Solución de una ED separable 


Resuelva (1 + xv) dy — y dx = Ù. 


SOLUCIÓN —Dividiendo entre (1 + x)y, podemos escribir dy/y = dx/(1 + x), de 
donde tenemos que 


ES] dx 
y l+zx 


in|y| = In| i + x| + e, 


y= emli+tal+a = ala pr — leyes de exponentes 


= |i taje ll+xal|=1+x, r=- 


= +l + x). |i +aļ|= {i +1),  xe-i 


Haciendo c igual a +e" se obtiene y = c(l + x). 


EJEMPLO 2 Curva solución 


| dy J 
Resuelva el problema con valores iniciales “Z = = vd) = —3. 
X y 


Si reescribe la ecuación como y dy = —xdx, obtiene 


has = -| xas y A = 5 + Er. 


Podemos escribir el resultado de la integración como x + y? = c7, sustituyendo a la 
constante 2c, por c°. Esta solución de la ecuación diferencial representa una familia de 
circunferencias concéntricas centradas en el origen. 


| EJEMPLO 3 Pérdida de una solución 


dy 
Resuelva — = y? — 4, 


dx 
SOLUCIÓN Poniendo la ecuación en la forma 


(5) 


1 
dx o | — — E |a = dr. 
yl y y+2|” 


La segunda ecuación en la ecuación (5) es el resultado de utilizar fracciones parciales 
en el lado izquierdo de la primera ecuación. Integrando y utilizando las leyes de los 
logaritmos se obtiene 

1y 2| le 2 =x+ec, 

4” 4” 


y-2 
y+2 


y=2 
y+2 


In = tetta, 


[=+ o 


Aqui hemos sustituido 4e, por c, Por último, después de sustituir +e“ por e y despe- 
jando y de la última ecuación, obtenemos una familia uniparamétrica de soluciones 
A 
y l— ee 


| EJEM PLO 4 Un problema con valores Iniciales 


is lp, 
Resuelva (e — y)cos1— = e sen 2r, y(0) = 0. 


dx 
SOLUCIÓN Dividiendo la ecuación entre e" cos x se obtiene 
ey,  sen2x 


— dy 
E! Cos Y 


dx. 


Antes de integrar se realiza la división del lado izquierdo y utilizamos la identidad 
trigonométrica sen 2x 


= 1 sen x cos y en el lado derecho. Entonces tenemos que 


| (e — ye dy =2 Í senx dy 


se obtiene e + ye T+ e= l] cox ter. (T) 


condición inicial y = 0 cuando x = 0 implica que c = 4. | ión de 
La condición inicial y = 0 cuando x = O implica que 4. Por tanto una solución del 
problema con valores iniciales es 


e + ye + e= A 2? cor. (8) E 


EJEMPLO 5 Un problema con valores iniciales 


A 


Resuelva £ ma, 3) =5. 


SOLUCIÓN La función gíx) = e” es continua en (—2, 2), pero su antiderivada 
no es una función elemental. Utilizando a t como una variable muda de integración, 


podemos escribir 
“dy B [ A a 
f p> dt ki dt 
KON = f e" dt 
E) 


va) — m3) = [ edi 
A 


E 


a = M3) + feta 


3 


Utilizando la condición inicial (3) = 5, obtenemos la solución 


Ma) =5+ | e" dt. 


3 


- Una ecuación diferencial de primer orden de la forma 


at + adx)y = gix) (1) 
-se dice que es una ecuación lineal en la variable dependiente y. 


FORMA ESTÁNDAR Al dividir ambos lados de la ecuación (1) entre el primer coefi- | 
ciente, a (x), se obtiene una forma más útil, la forma estándar de una ecuación lineal: 


- + Pixy = f(x). (2) 


LA PROPIEDAD La ecuación diferencial (2) tiene la propiedad de que su solución 
es la suma de las dos soluciones, y = y. + Yy donde y_es una solución de la ecuación 
homogénea asociada 


dy 
de + Play =0 


3 
d (3) 


y y, es una solución particular de ecuación no homogénea (2). Para ver esto, observe que 


d dy. dy 
de We + Yo] + POOL y: + yol = bs + Poy) + Es + PLoy,| = fx). 


y A 


0 fx) 


SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN LINEAL DE PRIMER ORDEN 


i) Ponga la ecuación lineal de la forma (1) en la forma estándar (2). 
ii) Identifique de la identidad de la forma estándar P(x) y después 
determine el factor integrante e%. 
iii) Multiplique la forma estándar de la ecuación por el factor integrante. El 
lado izquierdo de la ecuación resultante es automáticamente la derivada 
del factor integrante y y: 


Integre ambos lados de esta última ecuación. 


EJEMPLO 1 Solución de una ED lineal homogénea 


Resuelva y 3y = Q, 


dx 


SOLUCIÓN Esta ecuación lineal se puede resolver por separación de variables. En 
otro caso, puesto que la ecuación ya está en la forma estándar (2), vemos que P(x) = 
—3 y por tanto el factor integrante es el“ = e *, Multiplicando la ecuación por este 
factor y reconociendo que 


dy d 
2 - de Ny =(0 es la misma que de [e *y] =0. 
x 


dx 
Integrando ambos lados de la última ecuación se obtiene e ™y = e. Despejando y se 
obtiene la solución explícita y = ce", —% < y < %, E 


| EJEMPLO 2 Solución de una ED lineal no homogénea 


| Resuelva ~ 3y = 6. 
dx 


SOLUCIÓN La ecuación homogénea asociada a esta ED se resolvió en el ejemplo 1. 
Nuevamente la ecuación está ya en la forma estándar (2) y el factor integrante aún es 
eh = g, Ahora al multiplicar la ecuación dada por este factor se obtiene 


dy 


d 
X= - iy =>, que es la misma que E [ey] = 6e7*. 


dx 


Integrando ambos lados de la última ecuación se obtiene e “y = —2e ™ +c o 
y=-24+00*"-o<x<o, s 


EJEMPLO 3 Solución general 


dy 
Resuelva x = — dy = x*e”. 


dx 


SOLUCIÓN —Dividiendo entre x, obtenemos la forma estándar 
dy 


dx 


En esta forma identificamos a P(x) = —4/x y f(x)= xe y además vemos que P y f son 
continuas en (0, %). Por tanto el factor integrante es 


podemos utilizar in x en lugar de ln iy: ya que x > 0 
l 


4, 
- -y= ye. 
F Ñ 


e tUdwx = ena = nx? = xt, 


Aqui hemos utilizado la identidad básica b”s* = N, N > 0. Ahora multiplicamos la 
ecuación (10) por x~* y reescribimos 


de 
ay == Ar iy = xe“ como d [x*y] = Xæ. 
y Eo 


dx 


De la integración por partes se tiene que la solución general definida en el intervalo (0, 
w) es xy = xe" — e + coy = xie — ide + ex? E 


EJEMPLO 4 Solución general 


dy 
Determine la solución general de (x7 — y + xy = 0 
xX 


SOLUCIÓN Escribimos la ecuación diferencial en la forma eståndar 


—y=0 (11) 


e identificando P(x) = x/(1* — 9). Aunque P es continua en (—%, —3), (-3,3) y (3, 
20), resolveremos la ecuación en el primer y tercer intervalos. En estos intervalos el 
factor integrante es 


ejrdrid— = Afiadad— = dino] = wr —9. 


Después multiplicando la forma estándar (11) por este factor, obtenemos 


a| 7=3)| -0. 


Integrando ambos lados de la última ecuación se obtiene Va -9y =c. Por 
tanto para cualquiera x > 3 o x =< —3 la solución general de la ecuación es 


c 
=y -yug 


El EMPLO 5 un problema con valores iniciales 


dy 
Resuelva = +Fy=x, y(0) = 4. 
dx 


SOLUCIÓN La ecuación está en forma estándar, y P() = 1 y la) = x son continuas 
en (—<e, 96). El factor integrante es e/% = e", entonces integrando 


d r, =3 y 
T le"y] = xe 


se tiene que y = xe — e + e. Despejando y de esta última ecuación se obtiene la 
solución general y = x — | + ce ?. Pero de la condición general sabemos que y = 4 
cuando w = 0. El sustituir estos valores en la solución general implica que c = 5. Por 
tanto la solución del problema es 


y=x—-1+57 —0<x<0o, (12) m 


La figura 2.3.2, que se obtuvo con la ayuda de un programa de graficación, mues- 
tra la gráfica de (12) en azul oscuro, junto con las gráficas, de las otras soluciones re- 
presentativas de la familia uniparamétrica y =x— | +ce *. En esta solución general 
identificamos y_ = ce * y y, =x- 1. Es interesante observar que conforme x aumenta, 
las gráficas de fodos los miembros de la familia son cercanas a la gráfica de la solución 
particular y = x— | que se muestra con una linea sólida de la figura 2.3.2. Esto es de- 
bido a que la contribución de y_= ce” a los valores de una solución es despreciable al 
aumentar los valores de x. Decimos que y_ = ce *es un término transitorio, ya que y. 
— Ü conforme x =>, Mientras que este comportamiento no es característico de todas 
las soluciones generales de las ecuaciones lineales (véase el ejemplo 2), el concepto de 
un transitorio es frecuentemente importante en problemas aplicados. 


FIGURA 2.3.2 Algunas soluciones 


f 
F EFSI 


| EJEMPLO 6 Un problema con valores iniciales 


t Erti, 
O. Y Y 


dy 
Sr +y=f(0). y(0)=0 donde fix) = 


SOLUCIÓN En la figura 2.3.3 se muestra la gráfica de la función discontinua f. 
Resolvemos la ED para y(x) primero en el intervalo [0, 1] y después en el intervalo 
(1, %). Para 0 = x = 1 se tiene que 


A d - 
qe Fy= 1 o,elequivalente, ley] = e. 


FIGURA 2.3.3 Ax) discontinua. 


Integrando esta última ecuación y despejando y se obtiene y = 1 + ce~". Puesto que 
y(0) = 0, debemos tener que c, = —1 y por tanto y = 1 — e * 0 = x= 1. Entonces 
para x > | la ecuación 


dy 
— + y= 0 
dx ) 


conduce a y = ce *. Por tanto podemos escribir 
l=e?, 0=1=l, 
| 
f DETI, x>l 


Invocando a la definición de continuidad en un punto, es posible determinar c, asi la 
última función es continua en x = 1. El requisito de lim _,. yx) = v(1) implica que 
ce! = | -e~ oc, = e— 1. Como se muestra en la figura 2.3.4, la función 


FIGURA 2.3.4 Gráfica de la función 
de (13). 


(e — lje, > 1 (13) 


es continua en (0, 20), E 


f et D=ex=l, 
y= 


